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摘要 : 本 文 针对 修复 时 间 服 从 任意 分 布 的 两 不 同 部 件 并 联 可 修 系统 的 模型 ， 将 系统 稳 态 可 靠 度 的 最 优 控 
制 问 题 转 化 为 求 指标 泛 函 在 Banach 空间 上 的 极 值 问题 ， 并 通过 证 明 指 标 泛 函 在 Banach 空间 中 
的 序列 弱 紧 集 上 下 半 弱 连续 给 出 了 最 优 控制 元 的 存在 性 。 
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1 引言 


随 着 生产 的 发 展 和 现代 技术 的 不 断 进步 ， 系 统 规模 越 来 越 庞 大 ， 结 构 、 设 备 (硬件 、 软 
件 ) 越 来 越 复杂 ， 产 品 的 这 些 特性 降低 了 系统 的 可 靠 性 。 为 了 改善 系统 性 能 ， 提 高 系统 可 靠 
度 ， 越 来 越 多 的 国内 外 学 者 进行 了 可 靠 性 理论 的 研究 。 本 文 考虑 的 并 联 可 修复 系统 是 可 靠 性 理 
论 中 的 一 类 重要 系统 ， 一 直 以 来 都 受到 学 者 的 普遍 关注 。 文 献 [1] 中 作者 运用 增补 变量 的 方法 
建立 并 描述 了 两 不 同 部 件 并 联 可 修 系 统 的 模型 ， 在 

1) ”此 模型 存在 唯一 的 非 负 解 p(z,); 

2) 极限 Jim p(z, t) = p(x) 存在 
的 假设 条 件 下 研究 了 此 模型 的 稳 态 解 ， 其 中 


p(z,t) = (po(t), p1(t), p2(t), ps(z,t), pa(z,t)), pz) = (po,p1,p2, pa(7), pa(7)), 


并 得 到 了 系统 的 可 靠 度 和 可 用 度 等 可 靠 性 指标 。 文 献 [ 引 的 作者 运用 算 子 半 群 方法 ， 讨 论 了 
文思 模型 的 适 定性 与 稳定 性 问题 ， 证 明了 文身 模型 确定 了 一 个 正 Co 压缩 半 群 ， 从 而 系统 存 
在 唯一 的 非 负 动态 解 ， 并 进一步 得 到 系统 的 稳定 性 ， 即 证 明 假设 1)、2) 都 是 合理 的 。 本 文 将 在 
文献 9j 结论 的 基础 上 ， 将 系统 稳 态 可 靠 度 的 最 优 控制 问题 转化 为 求 指标 泛 函 在 Banach 空间 上 
的 极 值 问题 ， 并 通过 证 明 指 标 泛 函 在 Banach 空间 中 的 序列 弱 紧 集 上 下 半 弱 连续 给 出 了 最 优 控 
制 元 的 存在 性 。 由 于 系统 维护 维修 的 费用 与 可 靠 度 有 关 ， 因 此 对 稳 态 可 靠 度 的 最 优 控制 的 研究 
有 助 于 以 后 的 系统 效益 分 析 ， 结 果 具 有 物理 意义 和 实际 意义 。 


2 ”模型 描述 
我 们 将 两 不 同 部 件 并 联 可 修复 系统 分 为 如 下 五 种 状态 : 
状态 0 两 并 联 部 件 正 常 工 作 ; 
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状态 1 部 件 A 故障 ， 部 件 B 正 常 工作 ; 
状态 2 ”部件 B 故 障 ， 部 件 A 正 常 工作 ，; 
状态 3 两 部 件 均 故 障 ， 系 统 故障 ; 
状态 4 ”由 于 常规 故障 导致 的 系统 故障 ， 
其 中 常规 故障 是 指 由 于 设备 设计 上 的 缺陷 、 人 为 操作 因素 、 系 统 运行 或 维护 错误 以 及 外 部 环境 
恶劣 等 原因 引起 系统 中 的 两 个 或 多 个 部 件 失效 ， 并 假设 
1) 系统 的 两 部 件 互 不 相同 ; 
2) 各 种 故障 均 为 统计 独立 ; 
3) 一 个 部 件 故障 另 一 个 正常 工作 或 两 部 件 均 完好 时 都 会 发 生 常规 故障 ; 
4) 两 部 件 全 部 故障 时 系统 故障 ; 
5) 系统 故障 后 的 修复 时 间 服 从 任意 分 布 ; 
6) 常规 故障 率 、 其 他 故障 率 和 部 件 修复 率 均 为 常数 ; 
7) 修复 后 的 部 件 及 系统 完好 如 初 。 
于 是 系统 的 模型 可 用 积分 一 微分 方程 组 描述 为 : 


dpo(t) _ 让 

= —Aa + AB+ Ac)polt) + KAPi(t) + KBp2(t) + fs (x,t)ui(xz)dz, (1) 

i=3 

BD = (pa + ae + MB)pr(d) + Ap 人 2 
S23 (pon + M+ Xes)p2(d) + Mapolt) (3) 
Sm Cpt) (a)pie,t), i=3,4, 四 
pa(0,t) = MBpi(t) + Map2(t), (5) 
D4(0， t) Mo polt) 丰 Mcsp1(t) 十 Mcsp2{t), (6) 
po(0) 一 1, p1(0) 二 p2(0) sr Di( DZ， 0) = 0, 4 一 3,4, (7) 


其 中 (zx,t) E [0,co) x [0, 0)，px(t) 表示 t 时 刻 系统 处 于 状态 k 的 概率 ( = 0,1,2); pi(z,t) 表 
示 t 时 刻 故 障 系统 处 于 状态 i 的 关于 维修 时 间 z 的 概率 密度 (i = 3,4); 和 4 表示 部 件 A 的 故障 
率 ，》B 表示 部 件 B 的 故障 率 ，X。, 表示 两 部 件 功能 正常 时 的 常规 故障 率 ， 和 。, 表示 部 件 B 故 
障 但 部 件 A 功能 正常 时 的 常规 故障 率 ， 和 。, 表示 部 件 A 故障 但 部 件 B 功 能 正常 时 的 常规 故障 
率 ; HA 表示 部 件 A 的 修复 率 ，jB 表示 部 件 B 的 修复 率 ，Hi(z) 表示 故障 系统 处 于 状态 i 且 修 复 
时 间 为 z 的 修复 率 (i= 3,4)， 且 满足 


OO 
0O<pui(z)<%, M= sup ui(z), / Hi(Z)dz = co， i = 3,4, 
ZEif0,co) 0 


将 pk(t pi(zt mitz) (k = 0,1,2, i = 3,4) 在 负 实 轴 上 进行 光滑 零 延 拓 ， 仍 以 原 函 数 符号 记 
之 ， 这 意味 着 系统 不 坏 不 修 ， 并 记 


Ao 三 和 A 十 XeB 十 Xea，Al=HA+A》Xc+AXB，Az=HMe 二 AAA 十 Xo. 
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3 ” 稳 态 可 靠 度 的 最 优 控 制 


可 靠 度 是 可 修 产品 重要 的 可 靠 性 指标 之 一 。 在 工程 应 用 中 特别 令 人 感 兴趣 的 是 稳 态 可 靠 
度 。 以 前 研究 人 员 往 往 是 在 对 故障 率 和 修复 率 赋 以 常数 值 的 情况 下 利用 计算 机 画 出 图 像 来 研究 
系统 的 可 靠 度 。 例 如 ， 在 我 们 考虑 的 系统 中 ， 称 po(t) 为 部 件 在 时 刻 t 的 瞬 时 可 靠 度 ， 


po = Jim po(t) 


为 部 件 的 稳 态 可 靠 度 。 假 设 系 统 不 坏 不 修 ， 在 文 [3 的 条 件 下 ， 设 所 有 修复 率 为 常 值 ， 
即 ja = jp = Ht(z) = 4>0,i=3,4， 则 po(t) 关 于 t 是 单调 递减 函数 ， 且 
po 二 a 
ao++p 

为 系统 的 稳 态 可 靠 度 。 于 是 可 选择 /， 使 得 po 达到 给 定 的 预期 概率 。 

下 面 考虑 修复 率 Hpi(z)，;i = 3,4 为 维修 时 间 z 的 函数 时 ， 以 Hp(z) = (43(2), 14 (zx)) 为 控制 
元 ， 系 统 稳 态 可 靠 度 在 [0,T] (VT > 0) 内 某 时 刻 达 到 给 定 预 期 概率 jo e RR 的 最 优 控 制 问题 。 

引 理 1 在 文 [2] 的 条 件 下 ， 系 统 存在 唯一 的 非 负 解 P(z, 如 满足 上 |P(-,t)| < 1, t € [0,o00)。 
设 P(z) 是 相应 于 0 本 征 值 的 正本 征 向 量 ， 且 满足 |P(z= 1 Q = (1,1,1,1(z),1(z))， 则 系统 
的 动态 解 依 范 数 收敛 于 稳 态 解 ， 即 


dm Plz,t) = (Po, Q)P(z) = P(x) = (po, pl p2, plz), pa(z))， 


其 中 瑟 为 系统 的 初 值 。 
于 是 系统 稳 态 解 满足 下 面 方程 


4 OO 
一 Aopo + HAPi + HBP2 十 》, f roo)ae = 0, (8) 
1=3 0 
—Aip1 十 和 Apo = 0, (9) 
一 Azp2 十 MBpo = 0， (10) 
和 一 Hi(z)pi(z)， i= 3,4, (11) 
dz 
ps3(0) = ABD1 + AAD2， (12) 
Da(0) = Moipo + Mcspi + Acsp2, (13) 


取 指 标 泛 函 
JU(z)) = |po(p(7)) — bob, 
其 中 po(n(z)) 是 系统 对 应 于 jy(z) 的 稳 态 解 的 零 状 态 。 记 容许 控制 集 为 


U = {4(z) = (13(2), 44(7)) € L™I0,T] x L™[0,T) [0 < p(x) < M < %, i = 3,4}, 
则 如 为 L%[0, 了 x L%[0, 卫 中 的 闭 古 集 。 于 是 需要 寻找 jw*(z) e U， 使 得 


TU (7)) = a 7 (7)), (14) 
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为 了 求解 问题 (14)， 令 
W = {po eR | 3 AZ) € U, 使 得 P(x) 3 (po, pi, p2, pa(Z), pa(7)) € BR’ x L2[0,T] x £2[0, T] 


六 4 co 
是 方程 组 对 应 于 J(z) 的 稳 态 解 ， 且 满足 8`pkx(p(z)) +》、 小 pi(s)dz = 1), 
k=0 i=3 “0 


重新 定义 指标 泛 函 j 为 j(po) = |po(u(z)) 一 加 上?»， 则 可 修复 系统 的 最 优 控制 问题 等 价 于 导 
求 J*(z) EU， 使 成 €W 满足 

70i) = ,ii Tpo), 
Hz(z) 称 为 系统 的 最 优 控制 元 。 

定理 1 W 是 R 上 的 有 界 闭 集 。 

证 明 由 引 理 1 知 W 有 界 。 下 面 证 明 W 是 闭 集 。 任 取 pI” e W， 由 W 的 定义 可 知 存 
在 jm (z) e U， 使 得 P(x) 为 方程 组 与 之 对 应 的 稳 态 解 。 由 于 L%[0,T] x L”[0, 了 中 的 有 
界 集 U 是 弱 * 闭 的 ， 因 此 由 {jy (z)} 有 界 知 必 存 在 一 个 局 中 弱 * 收 敛 的 子 列 (不 妨 设 为 其 本 
身 )p"(z) (7z), 则 Li(z) EV。 

若 zi) 依 范 数 收敛 于 po， 即 p4Y 一 Po， 将 (8)-(11) 整理 得 


( 入 A 入 B 
和 人 py, 2 = Rp, 


(rz) = 1 1 /na 
ps (Zz) >Axe( 元 十 元 外 e 一 Jo ps 


(n) 2 和 ca 入 A 和 cz 入 B (n) 一 Je pd (edé 
pa (2) = (Xe + Ai 十 Az )ns e704 ) 


一 Aoptn) 


4 oo0 
+ HAPpY) + pepy + 》， / Waa (a 
0 


由 2[0, 了 | 的 自 反 性 ， 则 


n we We AA _ ~ 入 ~ 
zi) 一 页 ， 2 一 部， 页 = PO 训 = ho. 
又 由 
1 1 nn Tm) 1 1 Cy 
>Axe( 元 十 元 )mg。 )e 一 应 沾 WS A(t 元)zoe 用 hs(é)aé 
2 
和 Ac 入 A Xe 和 B 一 frz ln) Ww Xe A 入 入 
0 
得 


Pp (z) Snr), i= 3,4, 
bs(7+) = AAAB (之 十 元 )5oe- [5 ha(é)dé 
Al A> 了? 


Acs 和 A 2 入 B 
Ai A 


Ba(7x) = (Gs 十 3) ve /8 Pa(6)at. 
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根据 Banach-Saks-Mazur 定理 ， 存 在 {fpf”)(z)} 中 的 凸 组 合 列 ， 使 其 强 收敛 于 遍 (z)， 从 而 存 
在 {pi"*7(z)} (7 = 0,1,2,…) 的 一 个 有 限 同 组 合 


ge) = al pl ， 
k 


使 得 g4(z) 强 收敛 于 忘 (z)，; = 3,4。 于 是 存在 p(", 1 = 0,1,2 的 有 限 凸 组 合 
a" = Do pl, 
k 


使 得 qf” 一 页，! = 0,1,2。 故 存在 有 ((z)， 使 得 


4 De 
—Aogd” + HAg + qd" + / gq™ (zs) (zr)dzr = 0， 
a 0 


[me A 
0 0 


于 是 


4 Co 
—AoPo + JAD1 十 AB 负 十 >», / bi(T)hi(z)dzx = 0. 


综 上 ，P(zx) = (Po, 1,D2, Pa(Z),PDa(Z)) 是 对 应 于 所 (z) = (Pa(z), fa(z)) 的 稳 态 解 。 再 由 约束 


条 件 、 
Dpelp(e) + 5 rileds=1, 
k=0 i=3 40 
知 po € WwW, W 是 闭 集 。 
定理 2 Jj(po) 是 WW 上 的 严格 凸 泛 函 。 
证 明 对 于 任意 的 p0)， pl EW,0<t<1, 2 人 # pO 有 
(rp + (1—7)p) = [rp + 17)p ool? 


rp -Bol +(1—7)|p 一 而 


入 


一 Tj (pO) +(1~ 7)j (ph)), 


故 .7(po) 是 厂 上 的 严格 凸 泛 函 。 
引 理 2 四 设 了 是 X 上 的 连续 泛 函 ， 并 且 是 凸 的 ， 即 当 t € [0,1,z,yeX 时 ，tz+(1-- 
Dy) < tf(z) + (1 一 如 f(y)， 则 了 是 下 半 弱 连续 的 。 
引 理 3l8] 设 U 是 自 反 Banach 空间 XX 中 的 有 界 弱 闭 集 ，f 是 UV 上 的 下 半 弱 连续 泛 函 ， 则 存 
在 zo EL， 使 得 
jzo) = inf f(z). 


定理 3 存在 唯一 的 ps e W， 使 得 


J(pt) = ,ip 和 J(po). 
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证 明 ”由 定理 1、 定 理 2 及 引 理 2、 引 理 3 知 ， 存 在 唯一 的 ph € WW， 使 得 
J(p8) = ns, J (po). 
定理 4 存在 j*(zx) Ee U， 使 得 


Mr i (pu(2)). 


4 结论 


并 联 可 修 系统 出 现在 工业 、 军 事 和 日 常生 活 中 ， 系 统 的 可 靠 性 对 于 各 种 条 件 下 的 任务 来 说 
都 极其 重要 。 鉴 于 可 靠 度 是 表征 系统 可 靠 性 的 重要 指标 之 一 ， 本 文 考虑 了 两 不 同 部 件 并 联 可 修 
系统 稳 态 可 靠 度 的 最 优 控制 问题 ， 通 过 证 明 指标 泛 函 在 Banach 空间 的 序列 弱 紧 集 上 下 半 弱 连 
续 ， 给 出 最 优 控制 元 的 存在 性 ， 为 以 后 系统 的 优化 进行 了 理论 铺垫 。 
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Optimal Control for Steady-state Reliability of a Parallel Repairable 
System with Two Non-identical Units 
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Abstract: We consider a parallel repairable system with two non-identical units and arbitrarily dis- 
tributed repair times. The existence of the optimal control is established by transferring the optimal 
control problem on the arrival to the expected probability for steady-state reliability into a minimum 
problem, whose the index functional is proved to be weakly lower semi-continuous on the weakly com- 
pact sequence sets in Banach space. 
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